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ARTICLE INFO  ABSTRACT 
 

O estudo diz respeito da parametrização algébrica da hipérbole tratando com a relação com o seno 
e cosseno hiperbólico. A forma de parametrização escolhida é de caráter estritamente algébrico, 
evitando assim as manipulações geométricas e oportunizando que as identidades relacionadas ao 
círculo trigonométrico, sejam aplicadas de forma mais eficaz. Portanto, as identidades são 
irrelevantes para esta parametrização e sem necessidade se usar matriz de rotação corroborando 
em utilização de transposições didáticas da geometria analítica. 
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INTRODUCTION 
 
Muitas vezes os tratamentos e até os conhecimentos das funções afim, 
quadrática, polinomial, exponencial, logarítmica e trigonométricas 
são comuns durante o aprendizado na matemática. Porém, poucas 
vezes são citadas a existência de outro tipo de funções similares, por 
exemplo, as hiperbólicas. Normalmente, essas funções hiperbólicas 
são estudadas em cursos de cálculo diferencial e integral e geralmente 
apresentadas sem nenhuma relação com a hipérbole e sem nenhuma 
aplicabilidade (SANTOS, 2015), além de serem apresentadas 
geralmente sem qualquer evidência de relação com uma hipérbole.  
 

 
Um exemplo de aplicação pode ser visto em Alhadas (2013), no caso 
de um fio suspenso por dois postes, que sofre os efeitos da gravidade. 
Observando a curva formada por esse fio e erroneamente 
classificando-a como parábola, quando na verdade se trata de uma 
catenária, que é bem descrito pelo cosseno hiperbólico. Freitas 
(2015), apresenta outra aplicabilidade. No estudo da catenária, que 
descreve uma família de curvas planas semelhantes às que seriam 
geradas por uma corda suspensa pelas suas extremidades e sujeitas a 
ação da gravidade, a tensão interna formada entre os dois pontos 
extremos dá condições para a construção de várias obras importantes, 
como por exemplo, a ponte Juscelino Kubitschek, em Brasília, no 
Brasil. Como se pode ver em Boyer (2003), Dana (1993), Roque 
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(2012) & Mingoranci (2016), o estudo das hiperbólicas se inicia em 
meados do século XVI quando Gerhardus Kremer, ou Gerhardus 
Mercator, como era mais conhecido, planificou o globo terrestre a fim 
de auxiliar os navegantes. Isso ocorreu de forma tão eficaz que 
atualmente seu trabalho ainda tem colaborado em navegações por 
todo o mundo. Porém, muita coisa mudou desde a projeção de 
Mercator. A dúvida deixada com seu trabalho fez com que outros 
matemáticos, como Riccati e Lambert, se interessassem pelo assunto, 
obtivessem fórmulas, propriedades, novas aplicações, etc.
(1988), descreve uma hipérbole no plano e na sua forma geral, pode 
ser dada de acordo com a expressão (I), 
 

 
 
E, ao observamos esta equação, podemos rearranjá
forma, tal que, 
 

  
 
Stewart(2013), ao se fazer uma análise da expressão (II), verificou 
que, 
 

 
 
afim de satisfazer a equação (I). Logo, pode ser demonstrado que,
 

 
 
Portanto, a equação (I) é satisfeita, desde que, a expressão (II) 
também o seja.  E, como a expressão (I) e (II) estão relacionados com 
𝑥𝑒𝑦, apenas. Temos uma restrição, ou seja, 
 

 
 
que satisfaça a equação (I). Na verdade, o que essa desigualdade está
mostrando é que existe um intervalo 
 

 
 
onde os valores da variável 𝑦 não está definida. 

METODOLOGIA 

Portanto, o objetivo, agora, é encontrar uma forma de parametrizar a 
equação da hipérbole tal que, tanto os valores de 
estejam em função de uma variável t e, 𝑡∈ ℝ. Joseph(1991), propõe 
que de acordo com a equação (I), podemos fazer uma mudança de 
variável na equação (I), tal que, 
 

 
 
De sorte que, a expressão (I) pode ser reescrita como:
 

  
 
Logo, a expressão (II) pode ser interpretado como o produto da soma 
pela diferença de dois termos, 
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Mingoranci (2016), o estudo das hiperbólicas se inicia em 
meados do século XVI quando Gerhardus Kremer, ou Gerhardus 

planificou o globo terrestre a fim 
de auxiliar os navegantes. Isso ocorreu de forma tão eficaz que 
atualmente seu trabalho ainda tem colaborado em navegações por 
todo o mundo. Porém, muita coisa mudou desde a projeção de 

trabalho fez com que outros 
matemáticos, como Riccati e Lambert, se interessassem pelo assunto, 
obtivessem fórmulas, propriedades, novas aplicações, etc. Lahmann 
(1988), descreve uma hipérbole no plano e na sua forma geral, pode 

 (1) 

E, ao observamos esta equação, podemos rearranjá-la da seguinte 

 (2) 

Stewart(2013), ao se fazer uma análise da expressão (II), verificou 

Logo, pode ser demonstrado que, 

Portanto, a equação (I) é satisfeita, desde que, a expressão (II) 
E, como a expressão (I) e (II) estão relacionados com 

Na verdade, o que essa desigualdade está 

Portanto, o objetivo, agora, é encontrar uma forma de parametrizar a 
equação da hipérbole tal que, tanto os valores de 𝑥 como os de 𝑦 

Joseph(1991), propõe 
que de acordo com a equação (I), podemos fazer uma mudança de 

De sorte que, a expressão (I) pode ser reescrita como: 

 (3) 

ode ser interpretado como o produto da soma 

  
 
Então, podemos encontrar uma possível solução para a expressão (III) 
que, de fato, resolva a equação (II). Logo, podemos supor uma 
solução através de uma função exponencial.
Simmons(2009): 
 

 
 

Então, podemos substituir os valores de  
,e nesta escolha de qual função exponencial se deva escolher é trivial, 
(cabe ressaltar que, a análise algébrica nos levaria imediatamente a 
correta substituição a se fazer), Gonçalves & Flemming (2012), tal 
que satisfaça a expressão seja verdadeira a expressão dada pelas 
igualdade (V), como segue, 
 

 
Portanto, 
 

 
Logo, a função exponencial 𝑒𝑡 e 𝑒
(III). Independentemente de qual valores de t a serem escolhidos, 
desde que 𝑡∈ ℝ. Portanto, ao relacionarmos os termos das expressões 
(𝐼𝑉)𝑒 (𝑉), temos que, 
 

 
 

 
 
Guidorizzi (2005), Eves (2011), propõe resolver 
equações acima, para encontrar os valores de 
 

 
E, como 

 
Podemos utilizar a propriedade transitiva, tal que,
 

 
 
De sorte que, 

 
 
E, da mesma forma, pode ser demonstrado que,
 

 
tal que, 
 

 
 

et al., An algebraic parametrization of the hyperbola and its relation to hyperbolic sine and cosine

 (3) 

Então, podemos encontrar uma possível solução para a expressão (III) 
que, de fato, resolva a equação (II). Logo, podemos supor uma 
solução através de uma função exponencial. Pois, de acordo com 

  (4) 

Então, podemos substituir os valores de  
,e nesta escolha de qual função exponencial se deva escolher é trivial, 
(cabe ressaltar que, a análise algébrica nos levaria imediatamente a 

zer), Gonçalves & Flemming (2012), tal 
que satisfaça a expressão seja verdadeira a expressão dada pelas 

 

 (5) 

𝑒−𝑡 é uma solução para a expressão 
(III). Independentemente de qual valores de t a serem escolhidos, 

. Portanto, ao relacionarmos os termos das expressões 

 (6) 

 (7) 

Guidorizzi (2005), Eves (2011), propõe resolver este sistema de 
equações acima, para encontrar os valores de 𝑤𝑒𝑠, obtemos, 

 

 

Podemos utilizar a propriedade transitiva, tal que, 

E, da mesma forma, pode ser demonstrado que, 

 

algebraic parametrization of the hyperbola and its relation to hyperbolic sine and cosine 



Logo, de forma análoga com o que foi feito com 𝑥
 

 
 
Portanto, provamos de forma estritamente algébrica que, a 
parametrização da hipérbole pode ser dado por um certo 
que, 
 

 
 
Nada impede que, escolhido um intervalo 𝐼𝑛 
ordenados 𝑥(𝑡) e 𝑦(𝑡) possam ser representados por uma certa 
curva,𝜑(𝑡),𝑡𝑎𝑙𝑞𝑢e:  
 

 
 
Vale lembra que, a parametrização escolhida, de caráter estritamente 
algébrico, evita as manipulações geométricas e as identidades 
relacionadas ao círculo trigonométrico. Logo, as identidades são 
irrelevantes para esta parametrização e sem necessidade de se usar 
matriz de rotação e implementos da geometria analítica.
 

 
Demonstração do seno e cosseno hiperbólico em um
equilátera reduzida: Uma importante observação a se fazer em 
relação a hipérbole equilátera reduzida, é que temos uma agradável 
propriedade em sua parametrização, tal que, 
 

 
 
Uma vez que, 𝑎 = 𝑏 = 1 𝑒𝑥0 = 𝑦0 = 0. Então, ao utilizarmos o cálculo 
diferencial em 𝑥(𝑡) 𝑒𝑦(𝑡), obtemos, que a derivada de 
𝑒𝑚𝑟𝑒𝑙𝑎çã𝑜𝑎𝑡 é, 
 

 
 
Porém, como, 
 

 
 

Logo, da mesma forma, ocorre com 𝑦(𝑡), tal que 
 

 
 

Segundo Nóbrega (2012) & Simmons (2009) a única diferença entre 
as derivadas das “funções trigonométricas”, sin 𝑡
as derivadas das “funções hiperbólicas” é que os valores das 
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𝑥(𝑡), temos, 

Portanto, provamos de forma estritamente algébrica que, a 
parametrização da hipérbole pode ser dado por um certo 𝑥(𝑡)𝑒𝑦(𝑡), tal 

 qualquer, os pares 
) possam ser representados por uma certa 

Vale lembra que, a parametrização escolhida, de caráter estritamente 
algébrico, evita as manipulações geométricas e as identidades 

ao círculo trigonométrico. Logo, as identidades são 
irrelevantes para esta parametrização e sem necessidade de se usar 
matriz de rotação e implementos da geometria analítica. 

 

Demonstração do seno e cosseno hiperbólico em uma Hipérbole 
Uma importante observação a se fazer em 

relação a hipérbole equilátera reduzida, é que temos uma agradável 

= 0. Então, ao utilizarmos o cálculo 
), obtemos, que a derivada de 𝑥(𝑡) 

(2009) a única diferença entre 
𝑡𝑒 cos 𝑡, em relação 

as derivadas das “funções hiperbólicas” é que os valores das 

respectivas derivadas hiperbólicas de 
de acordo com a Tabela 1. Logo, pela propriedade em que as 
derivadas sucessivas oscilam entre uma função e outra quando se 
parametriza a hipérbole equilátera reduzida, tem uma relação evidente 
com o que ocorre com as funções do círculo trigonométrico 
parametrizados por sin 𝑡𝑒 cos 𝑡. 
 
Considerações Finais 
 
Pode ser feito uma adaptação para estas parametrizações recebendo 
agora a simbologia de 𝑥(𝑡) = cosh 
distinguir das funções trigonométricas. Só uma questão de 
conveniência mesmo. Logo, as funções ou identidades hiperbólicas 
estão demonstradas para uma hipérbole equilátera reduzida. Onde, 
também pode ser feito a dedução da tanh 
hiperbólica, e representada por 
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